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Данная статья является первой в цикле статей, посвященным геометриям, отличным от традиционно 

изучаемой в средней школе геометрии Евклида. В статье рассматриваются некоторые элементы сферической 
геометрии, ее сходства и отличия от евклидовой геометрии. 
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Введение 
В древние времена, когда считали, что поверхность Земли плоская, при разметках 

участков земли вполне хватало начальных сведений из геометрии Евклида, которая изучает-
ся в школе. Таких представлений достаточно и тогда, когда измерения производятся на срав-
нительно небольших участках земной поверхности, например, на квадратах со сторонами 
порядка сотни километров. Однако ситуация значительно изменяется, когда нас интересуют 
значительные участки поверхности Земли. В этом случае уже не удается использовать мно-
гие результаты евклидовой геометрии, так как они уже не будут отражать реальное состоя-
ние дел. Поэтому приходится рассматривать новую геометрию, которая лишь на малых уча-
стках поверхности сферы приблизительно похожа на геометрию Евклида. Данная статья по-
священа элементам сферической геометрии и является первой в серии статей, посвященных 
представлению элементов неевклидовых геометрий в школьном курсе математики, рассчи-
танном на профильный или специализированный уровень обучения [2]. 

 
1. Сферические прямые и отрезки 
Рассмотрим нашу планету Земля и будем считать ее идеальным 

шаром, а поверхность Земли – идеальной сферой.  
Если две точки этой сферы соединить кратчайшим путем, располо-

женным на сфере, то окажется, что этот путь будет дугой окружности 
большого круга, возникающего в сечении земного шара плоскостью, про-
ходящей через центр Земли и эти две данные точки (рис. 1). 

Для удобства изложения будем иногда называть окружность боль-
шого круга большой окружностью, а дуги большой окружности – боль-
шими дугами. На плоскости кратчайшее расстояние между двумя точками 
– это отрезок прямой, на сфере – меньшая из двух больших дуг, соеди-
няющих эти точки. По этим причинам большие дуги на сфере еще назы-
вают сферическими отрезками (рис. 2). При этом (в отличие от евклидо-
вой геометрии) можно рассматривать два сферических отрезка, соединяющие две заданные 

 
Рис. 1. 

Рис. 2. 
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на сфере точки. Сами большие окружности считаются «прямыми», когда начинают рассмат-
ривать геометрию на сфере. Примером большой окружности на земной сфере является эква-
тор – окружность, равноудаленная от Северного и Южного полюсов Земли. Заметим, что 
все большие окружности сферы имеют одну и ту же длину. Большие окружности Земли 
имеют длину около 40 000 км. 

 
2. Сферические расстояния 
Если провести две различные большие окружности на сфере, то 

они пересекаются в двух точках (рис. 3). При этом отрезок соединяющий 
эти точки, равен удвоенному радиусу и является  диаметром этих ок-
ружностей. Поэтому эти точки иногда называют диаметрально проти-
воположными (относительно центра сферы). 

Через любые две диаметрально противоположные точки на сфере 
можно провести много больших окружностей. 

Если точки A и B сферы не являются диаметрально противопо-
ложными, то существует единственная плоскость, проходящая через 
центр сферы и точки A и B. Следовательно, через эти точки A и B на 
сфере проходит единственная большая окружность. 

Как уже отмечалось, для точек A и B на сфере длину наименьшей 
из дуг большой окружности, проходящей через точки A и B, называют 
«сферическим расстоянием» между точками A и В (рис. 4).  

 
3. Параллели 
Заметим, что на сфере можно рассматривать не только большие 

окружности. Например, существуют окружности на земной сфере, все 
точки каждой из которых равноудалены от Северного полюса (или от 
Южного полюса). Такие окружности принято называть параллелями. 
Параллели, отличные от экватора, не являются сферическими прямыми. 
По этой причине между двумя точками одной параллели кратчайший 
путь по этой параллели чаще всего не является кратчайшим путем по сфере между этими 
точками. Например, можно условно полагать что города Бостон и Владивосток находятся 
поблизости от сорок третьей параллели. При этом Бостон расположен неподалеку от семиде-
сятого меридиана к западу от Гринвича, а Владивосток – неподалеку от сто тридцатого ме-
ридиана к востоку от Гринвича. Сравним на глобусе пути от Бостона до Владивостока: сна-
чала путь по большой окружности, а затем – вдоль сорок третьей параллели. Если посмот-
реть на глобус, то невооруженным взглядом видно, что путь по большой окружности прохо-
дит через Северный или Южный полюса, причем путь через Северный полюс короче, чем 
путь через Южный полюс и короче, чем путь вдоль сорок третьей параллели. Чтобы убе-
диться в этом, достаточно измерить на глобусе ниткой и сравнить все указанные расстояния. 

 
4. Сферические углы 
Проведем две различные большие окружности, пересекающиеся в точке М, как на 

рис. 5. 
Эти окружности образуют сферические углы, вершиной которых является точка М. 

 
Рис. 3. 

Рис. 4. 

 
Рис. 5 

 
Рис. 6. 
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Если рассмотреть участок сферы достаточно близкий к точке М, то этот участок будет незна-
чительно отличаться от плоского, а дуги больших окружностей, расположенные на этом уча-
стке будут мало отличаться от отрезков прямых (на рис. 6 участок изображен с увеличени-
ем). Это отличие будет уменьшаться при выборе все меньших и меньших участков. 

Если в плоскости большого круга BMD через точку М провести касательную к окруж-
ности BMD, то есть прямую, имеющую единственную общую точку с окружностью BMD, а в 
плоскости круга АМС провести касательную к окружности АМС, то эти касательные опреде-
ляют и плоскость, которая содержит точку М и сами касательные. Величину плоского угла 
между лучами касательных с началом в точке М можно назвать «величиной сферического 
угла». 

Можно рассматривать «смежные» и «вертикальные» сферические углы, «биссектри-
су» сферического угла, и так далее. 

 
5. Сферические треугольники 
Рассмотрим на сфере три точки A, B, C, не принадлежащие одной 

большой окружности. Соединим попарно эти точки дугами больших ок-
ружностей – сферическими отрезками. В результате можем получить фи-
гуру как на рис. 8 или как на рис. 9. 

Фигура на рис. 8 очень похожа на привычные нам треугольники. 
Однако, на рис. 9 для тех же точек изображена и другая фигура, состоящая 
из трех точек, соединенных тремя сферическими отрезками. Вряд ли такая 
фигура напоминает то, что мы привыкли считать треугольником. 

Если каждая пара из точек A, B, C соединена на сфере кратчайшей 
из дуг больших окружностей, то полученную фигуру называют сфериче-
ским треугольником. 

 
6. Сферический треугольник с суммой углов 270° 
Построим сферический треугольник, у которого можно наглядно 

представить сферические углы. 
Для этого возьмем большую окружность, расположим ее так, как 

расположен экватор на глобусе (рис. 9). 
Выберем на этой большой окружности точки А и В так, что угол 

АОВ – прямой (рис. 10). 
Проведем из точек А и В большие окружности под сферическим уг-

лом 90° к большой окружности АВ, как меридианы к экватору.  
На рис. 11 изображена точка C пересечения этих больших окруж-

ностей. 
Точка C совпадает с Северным полюсом и расположена так, что 

ОС �A О А  и ОС �A ОВ. Поэтому касательные к окружностям АС и ВС в 
точке C параллельны AO и BO, а значит и угол между этими касательными 
равен 90°. 

В итоге на сфере получаем сферический треугольник ABC, изобра-
женный на рис. 12, все углы которого равны 90°. Сумма углов такого тре-

 
Рис. 7. 

Рис. 8. 

Рис. 9. 

Рис. 10. 

Рис. 11. 
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угольника равна 270°. 
Известно, что в евклидовой геометрии сумма углов треугольника равна 180°.  
 
7. Сферический двуугольник 
На сфере можно ввести понятие сферического двуугольника. 
Сферический двуугольник образуется двумя диаметрально проти-

воположными точками сферы и соединяющими их половинками больших 
окружностей (рис. 13). 

Любые два меридиана, проведенные от Северного полюса к Юж-
ному, образуют сферический двуугольник. 

 
8. Сферическая тригонометрия 
При рассмотрении геометрии на конкретной сфере для вычисления 

расстояний между точками, длин сторон многоугольников можно исполь-
зовать известные формулы для длин дуг окружностей, то есть связать это 
с центральными углами для большой окружности, содержащей дугу. 
Можно заметить, что если для разных сфер длины дуг больших окружно-
стей делить на радиусы сфер, то при равных центральных углах дуг будем 
получать одинаковые значения, равные величине центрального угла. По-
этому за универсальную меру отрезков в сферической геометрии можно 
принимать также значение соответствующего центрального угла (рис. 14). 

При рассмотрении угла на сфере можно рассмотреть плоскости, со-
держащие стороны угла. Если представить касательные, проведенные к 
сторонам сферического угла в его вершине, то получим перпендикуляры к 
прямой пересечения построенных плоскостей, то есть линейный угол со-
ответствующего двугранного угла (рис. 15). Таким образом, за величину 
угла на сфере можно принимать величину соответствующего двугранного 
угла, содержащего стороны сферического угла. 

 
9. Метрические соотношения в сферических треугольниках 
Пусть рассматривается трехгранный угол SABC  c плоскими углами ASB �J�‘ � , 

ASC �E�‘ � , BSC �D�‘ �  и двугранными углами, которые условно обозначим, используя обо-
значения соответствующих ребер: , ,SA SB SC�‘ �‘ �‘ . Тогда известны следующие соотноше-
ния. 

1. Первая теорема косинусов для трехгранного угла: 
cos cos cos sin sin cos SC�J �D �E �D �E� �� �˜ �‘ . 

2. Вторая теорема косинусов для трехгранного угла: 
cos cos cos sin sin cosSC SA SB SA SB �J�‘ � �� �‘ �˜ �‘ �� �‘ �˜ �‘ �˜ . 

3. Теорема синусов для трехгранного угла: 
sin sinsin

sin sin sinSA SB SC
�E �J�D

�‘ �‘ �‘� � . 

Приведенные равенства можно интерпретировать как соотношения между сторонами 
и углами сферического треугольника, если на сфере с центром O сферическому треугольни-

Рис. 12. 

Рис. 13. 

 
Рис. 14. 

 
Рис. 15. 
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ку ABC сопоставить трехгранный угол OABC. Это позволяет использовать приведенные тео-
ремы для вычисления одних элементов сферического треугольника через другие (рис. 15). В 
частности, первая теорема косинусов позволяет по двум сторонам и углу между ними в рас-
сматриваемом сферическом треугольнике вычислить его третью сторону. Правда, ответ в 
этом случае будет иметь довольно сложный вид. 

С другой стороны, изучение треугольников на сфере в определенном смысле можно 
считать изучением трехгранных углов. 

 
10. Сферическая геометрия на малых участках поверхности сферы 
Напомним, что малые участки земной поверхности мало отличаются от плоскости, а 

поэтому и законы сферической геометрии должны мало отличаться от законов евклидовой 
геометрии. На наглядном уровне это достаточно очевидно. Чтобы разъяснить это на более 
формальном уровне, ограничимся примером и продемонстрируем, что на малых участках зем-
ной поверхности соотношение первой теоремы косинусов для трехгранного угла с высокой 
точностью соответствует теореме косинусов евклидовой геометрии. Для этого будем опирать-
ся на известный из анализа факт, что при малых значениях угла �M в радианах имеет место 

приближенное равенство sin �M �M�| , причем отношение sin�M �M
�M

��  стремится к нулю при 0�M�o .  

Пусть треугольнику ABC  на земной поверхности соответствуют центральные углы 
, ,AOB AOC BOC�J �E �D�‘ � �‘ � �‘ � , где О – центр Земли, и R – радиус Земли. Тогда 

sin , sin , sinAB R AC R BC R�J �E �D�| �| �| . Записав первую теорему косинусов для трехгранного 
угла OABC , получаем cos cos cos sin sin cos OC�J �D �E �D �E� �� �˜ �‘ . Используя тригонометриче-
ские формулы, можем записать равенство 

�� ���� ��2 2 2
2 2 21 2sin 1 2sin 1 2sin sin sin cos OC�J �E�D �D �E�� � �� �� �� �˜ �‘ . 

Умножая обе части равенства на 22R , раскрывая скобки и перераспределяя слагае-

мые, получим 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 24 sin 4 sin 4 sin 2 sin sin cos 4 sin sinR R R R OC R�J �E �E�D �D�D �E� �� �� �˜ �‘ �� �˜ , 

или �� �� �� �� �� �� �� ��
2 22 2 2

2 2 2 2 22 sin 2 sin 2 sin 2( sin )( sin ) cos 2 sin 2sinR R R R R OC R�J �E �E�D �D�D �E� �� �� �˜ �‘ �� �˜ . С 

учетом ранее приведенных приближенных равенств получаем приближенное равенство 
2 2 2 2 2

22 cos 2sinAB AC BC AC BC ACB AC �E�| �� �� �˜ �˜ �‘ �� �˜ , а так как последнее слагаемое мало по 

сравнению с остальными членами этого равенства, то с высокой степенью точности выпол-
няется соотношение теоремы косинусов для плоского треугольника ABC . 

Отсюда также следует, что на малых участках земной поверхности приближенно вы-
полняется соотношение теоремы Пифагора для прямоугольных треугольников, а поэтому все 
вычисления по правилам евклидовой геометрии с очень высокой точностью оказываются 
верными. 
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В настоящее время многие ученые математики и ведущие педагоги уже не подвергают 

сомнениям, что знакомство с элементами математической логики в школе позволяет сущест-
венно повысить уровень не только математического, но и всего образования в целом, так как 
умение делать правильные выводы, исходя из имеющихся посылок, позволяет избежать мно-
гих ошибочных выводов, которые могут резко отрицательно сказаться на развитии технологи-
ческих, экономических и социальных отношений в человеческом обществе. Однако даже 
сравнительно недавно, примерно в середине двадцатого века, этот тезис был не настолько оче-
видным, и часть известных деятелей науки резко отрицательно высказывалась относительно 
внедрения математической логики в школу, а часть наоборот, всячески поддерживала эту 
идею. Этому обстоятельству можно отыскать объективные причины. 

Противники включения элементов математической логики в школьный курс математи-
ки основывались на том, что формализация математики – это непростое и трудоемкое дело. В 
частности, раздел формальной логики сам по себе является достаточно сложным, поэтому не-
случайно даже в университетское математическое образование курсы математической логики 
стали вводиться только с 60-х годов прошлого века, причем это произошло только после не-
скольких выдающихся открытий в математике, которые были бы невозможными без привле-
чения накопленных к тому времени достижений формальной логики. Одним из таким выдаю-
щихся достижений является теорема Гёделя о неполноте арифметики, которую на бытовом 
уровне можно проинтерпретировать так, что в арифметике целых чисел существуют истинные 
утверждения, которые доказать невозможно. К другим выдающимся достижениям можно от-
нести результат Коэна о соотношении мощностей между счетными множествами и континуу-
мом, из которого следует, что существование множества, мощность которого больше счетной 
и меньше мощности континуума, зависит от того, какие основы математики выбираем мы са-
ми. Осознать до конца приведенные примеры непосвященному человеку крайне трудно, но, 
чисто внешне, они позволяют продемонстрировать сложность того раздела математики, кото-
рый занимается формальной логикой. 

Сторонники изучения элементов математической логики в школе основывали свою по-
зицию на том, что профессиональное овладение конкретной областью знаний или предметом 
резко отличается от подготовки к их последующему обстоятельному изучению. Для этого со-
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всем не обязательно подробно и со всей полнотой излагать соответствующий предмет. Главная 
цель общего образования – дать начальные представления о предмете, продемонстрировать 
его значимость, привести примеры применения и выработать начальные навыки в овладении 
необходимыми техническими приемами преобразований рассматриваемых объектов. Для дос-
тижения указанных целей каждый предмет можно излагать с разной степенью полноты и стро-
гости. Ознакомить учащихся общеобразовательной школы с элементами формальной матема-
тической логики также вполне возможно, если главное внимание сосредоточить на известных 
из младшей и средней школы понятиях верного и неверного утверждения. В данной статье 
рассматривается один из возможных вариантов изучения элементов математической логики в 
школьном курсе математики, который при участии большинства авторов статьи был реализо-
ван в многоуровневом курсе математики. 

Известно, что главной целью каждой науки является совершенствование условий су-
ществования для человечества, и по этим причинам сама окружающая действительность мо-
жет влиять на развитие наук, потому что часть из полезных научных законов может форми-
роваться на основе наблюдений. Например, если сравнить математику и физику, то обе эти 
науки используют как наблюдения, так и доказательства. С другой стороны, известно, что 
наряду с экспериментальной физикой существует теоретическая физика, в которой отдель-
ные утверждения, как и теоремы в математике, доказываются на основе физических законов 
путем последовательного выведения одних суждений из других. Более того, именно за счет 
развития теоретической физики в последние два столетия были достигнуты значительные 
продвижения. Однако физические законы признаются истинными лишь в том случае, когда 
они подтверждаются большим числом экспериментов. По этой причине физические законы 
со временем могут уточняться, что периодически и наблюдается.  

В математике также можно использовать эксперименты, на основе которых можно 
сформировать некоторую гипотезу (предположение) относительно некоторого общего ут-
верждения. Полученная на основе экспериментов гипотеза может быть как верной, так и не-
верной. Продемонстрируем это на примерах. 

Пример 1. Вычисляя суммы последовательных нечетных чисел, можно заметить, что 
2 2 2 21 1 ,1 3 2 ,1 3 5 3 ,1 3 5 7 4� �� � �� �� � �� �� �� � . Отсюда можно сделать предположение, что, на-

пример, сумма первых тысячи нечетных натуральных чисел равна 1000000. Это утверждение 
можно проверить даже непосредственными вычислениями, затратив огромное количество 
времени (если предположить, что в данном примере такое проделано без ошибок, то в итоге 
сможем убедиться в верности соответствующего равенства). Однако, на основе тех же на-
блюдений можно сделать также общее предположение, что для любого натурального числа n 
сумма n начальных нечетных чисел равна n2. Это утверждение непосредственными вычисле-
ниями проверить нельзя, потому что множество всех натуральных чисел бесконечно. Тем не 
менее, сделанное предположение верно, потому что в математике рассматриваются соответ-
ствующие способы доказательств (доказательства методом математической индукции), ко-
торые в данном примере позволяют высказанную гипотезу доказать. 

Пример 2. Мы можем измерить углы многих треугольников. Каждый раз увидим, что 
сумма углов каждого треугольника приближенно равна 180�q. При практических измерениях 
точное значение измеряемой величины получить невозможно, а поэтому измерениями не-
возможно также найти точную сумму всех углов треугольника. Тем не менее, заключение о 
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том, что сумма углов треугольника равна 180�q, является верным, если мы принимаем за ак-
сиому пятый постулат Евклида. Соответствующее доказательство известно из школьного 
курса геометрии.  

Пример 3. Подставляя в многочлен 2( ) 41P x x x� �� ��  вместо x натуральные числа от 1 
до 10, мы получим простые числа 43, 47, 53, 61, 71, 83, 97, 113, 131, 151. На основе этих экс-
периментов можно высказать предположение, что при любом натуральном x значение квад-
ратного трехчлена 2 41x x�� ��  является простым числом. Проверка показала, что это действи-
тельно так при любом натуральном x от 1 до 39. Однако, при 40x �  предположение неверно, 
так как в этом случае получается составное число:  

2 240 40 41 40 (40 1) 41 40 41 41 41�� �� � �˜ �� �� � �˜ �� � �� 
Использование доказательств (а не наблюдений) для установления истинности утвер-

ждений является отличительной особенностью математики. Заключение, сделанное на осно-
ве даже многочисленных наблюдений, считается математическим законом лишь тогда, когда 
оно доказано.  

Ограничимся интуитивным понятием доказательства, как последовательного выведе-
ния одних суждений из других, не проводя точного анализа понятия выведения или вывода. 
Детальнее проанализируем понятие теоремы. Теоремой принято называть утверждение, ис-
тинность которого устанавливается путем доказательства. Понятие теоремы развивалось и 
уточнялось вместе с понятием доказательства. При этом выяснилось, что некоторые началь-
ные законы или аксиомы должны приниматься без доказательства.  

Первые попытки использования аксиом в геометрии были предприняты древнегрече-
ским математиком Евклидом в его знаменитом труде «Начала». Вслед за аксиомами в «На-
чалах» Евклида излагаются теоремы и задачи на построение под общим названием «Предло-
жения», причем теоремы расположены в строгой последовательности. В каждой теореме 
указывается, что дано и что требуется доказать. Потом излагается доказательство со всеми 
ссылками на ранее доказанные предложения и аксиомы. Иногда доказательство заканчивает-
ся словами «что и требовалось доказать». Переведенные на все европейские языки «Начала» 
Евклида, включающие 13 книг, оставались до XVIII века единственным учебным пособием, 
по которому изучали геометрию в школах и университетах.  

Чтобы в теоремах было легче выделить, что дано и что требуется доказать, теоремы 
формулируются в виде «если …, то …». Первая часть формулировки теоремы между «если» 
и «то» называется условием или посылкой теоремы, а вторая часть, которая записывается по-
сле «то», называется заключением теоремы. Посылка (условие) теоремы содержит описание 
того, что дано, а заключение – что требуется доказать. Иногда такую запись теоремы назы-
вают логической формой теоремы.  

В отдельных случаях допускают разные формы записи одной и той же теоремы с со-
хранением ее смысла, ориентируясь на законы языка общения людей.  

Пример 4. Рассмотрим следующую теорему. «Если n – четное натуральное число, то 
1n ��  является нечетным числом».  

В этой теореме условие состоит в том, что берется любое четное число n. Заключени-
ем данной теоремы является то, что следующее за этим n  натуральное число 1n ��  нечетно.  

Эту же теорему можно записать в следующей форме: «Пусть n – четное натуральное 
число. Тогда 1n ��  является нечетным числом». В этом случае вместо слова «если» исполь-
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зуют слово «пусть», а вместо слова «то» пишут слово «тогда».  
Рассматриваемую теорему можно записать также в следующей форме: «Из того, что n 

четное натуральное число, следует, что число 1n ��  нечетно».  
В этом случае вместо слова «если» используют слова «из того, что», а слово «то» за-

меняют словами «следует, что».  
Формулировка рассматриваемой теоремы может выглядеть и так: «Четность числа n 

влечет нечетность числа 1n �� ».  
В этом случае слово «если» опускается, а вместо слова «то» используется слово «вле-

чет».  
В некоторых случаях условие теоремы в ее формулировке не записывают. Это проис-

ходит тогда, когда из текста ясно, какой вид может иметь это условие.  
Пример 5. Из курса геометрии известна теорема: «Медианы треугольника пересека-

ются в одной точке». Эта формулировка соответствует следующей записи в логической фор-
ме: «Если в любом треугольнике провести все медианы, то эти медианы пересекутся в одной 
точке».  

В математике для установления связей между утверждениями используют особый 
язык формальной логики, который представим далее. 

Изучая математику, мы имеем дело с математическими утверждениями. Некоторые 
математические утверждения называют высказываниями. Под высказыванием в математике 
понимают повествовательное предложение, которое должно быть либо только верным, либо 
только неверным.  

Пример 6. «Найдется треугольник, у которого все три высоты и все три медианы пе-
ресекаются в одной точке». Это верное высказывание, потому что есть равносторонний тре-
угольник, для которого приведенное свойство верно.  

Пример 7. «Все три высоты и все три медианы любого треугольника пересекаются в 
одной точке». Это неверное высказывание, потому что можно указать треугольник (напри-
мер, прямоугольный), для которого приведенное свойство неверно.  

Иногда верное высказывание называют истинным высказыванием, а неверное выска-
зывание – ложным высказыванием.  

Высказывание можно рассматривать как величину, которой приписывается только 
одно из двух значений: либо И (истина), либо Л (ложь). 

Всякое высказывание либо является истинным высказыванием, либо является лож-
ным высказыванием. При этом совершенно неважно, знаем ли мы на данный момент, истин-
но оно или ложно. Имеется много примеров высказываний – математических утверждений, 
истинность или ложность которых удается установить далеко не сразу.  

Пример 8. Великая теорема Ферма: «Для каждого натурального 2n �!  уравнение 
n n nx y z�� �  не имеет решений в натуральных числах». Приведенная теорема является выска-

зыванием. Она верна. Однако в течение многих столетий теорему Ферма удавалось доказать 
только для конкретных, в том числе и для очень больших, показателей n. И только в 1995 го-
ду английским математиком Э. Уайлсом было найдено полное доказательство «Великой тео-
ремы Ферма» для всех натуральных показателей степени, больших 2. 

Наряду с конкретными высказываниями в математике используют предложения, ко-
торые зависят от одной или нескольких переменных, и такие, что при каждом конкретном 
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наборе значений переменных возникающее предложение становится высказыванием.  
Пример 9. Предложение « 2 1n ��  – нечетное число при натуральном n» зависит от пе-

ременной n, принимающей натуральные значения. При подстановке в него каждого конкрет-
ного четного значения n получается истинное высказывание, а при подстановке каждого не-
четного значения n  – ложное высказывание. Таким образом, предложение « 2 1n ��  – нечетное 
число при натуральном n », которое рассматривается для натуральных значений n, истинно 
только при каждом четном значении n.  

Предложения, зависящие от переменных, удобно обозначать как ( )A n , ( )B x , ( )C x y��  и 
так далее. В математике такие предложения называются предикатами.  

Всякий предикат ( )P x , для переменной x задан на некотором множестве D, на кото-
ром ( )P x  можно рассматривать как функцию с областью определения D, принимающую для 
каждого x D�•  только одно из двух значений: либо значение И (истина), либо значение 
Л (ложь).  

Множество тех значений x из D, для которых P(x) = И, называется областью истин-
ности предиката ( )P x .  

Пример 10. Пусть множество D – это множество всех треугольников плоскости. Рас-
смотрим для x D�•  предикат ( )P x , заданный предложением: «в треугольнике x есть две рав-
ные между собой стороны». Областью истинности этого предиката является множество всех 
равнобедренных треугольников.  

Наряду с предикатами от одной переменной можно рассмотреть предикаты от двух, 
от трех переменных, и так далее. Для предиката ( )P x y��  от двух переменных областью истин-
ности называется множество всех таких пар (x; y) из области определения этого предиката, 
для которых P(x; y) = И.  

Пример 11. Пусть y = x2 – квадратичная функция, заданная на множестве всех дейст-
вительных чисел. Рассмотрим для всех пар (x; y) – точек координатной плоскости – предикат 
P(x; y), заданный предложением: «число y равно числу x2». Областью истинности этого пре-
диката является множество всех точек графика функции y = x2.  

Два предиката ( )P x  и ( )Q x , заданные на одном и том же множестве D , называются 
эквивалентными или равносильными, если они имеют одну и ту же область истинности.  

Пример 12. Пусть ( )A n  – предложение « 2 1n ��  – нечетное число» и ( )B n  – предложе-

ние « 2 1n ��  – нечетное число», заданные на множестве натуральных чисел. Предикаты ( )A n  и 
( )B n  равносильны, так как областью истинности каждого из предикатов является множество 

четных натуральных чисел.  
По определенным правилам высказывания или предикаты соединяют в новые, более 

сложные высказывания или предикаты. В разговорном языке эти соединения выражают сло-
вами «и», «или», «не», «влечет», «если – то» и некоторыми другими. В математике соедине-
нию высказываний или предикатов придают точный смысл, а для записи сложных высказы-
ваний или предикатов вводят специальные значки, каждый из которых называется логиче-
ской связкой.  

Рассмотрим наиболее часто употребляемые логические связки. 
Обозначим через A и B некоторые высказывания. Записью A B�š  (читается: «A и B») 

обозначается высказывание, которое истинно только в том случае, когда оба высказывания A 
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и B одновременно истинны. Логическая связка « �š» соответствует союзу «и» в разговорной 
речи. 

Для высказываний A и B записью A B�›  (читается: « A  или B ») обозначается выска-
зывание, которое ложно только в том случае, когда оба высказывания A  и B  одновременно 
ложны.  

В разговорной речи союз «или» употребляется в двух смыслах: разделительном и не-
разделительном. При разделительном союзе «или» в предложении «каждый день или снег, 
или дождь» обычно подразумевают, что в каждый конкретный день идет либо снег, либо 
дождь, но одновременно и снег и дождь идти не могут. При неразделительном «или» в пред-
ложении «каждый день снег или дождь» имеют в виду, что в каждый конкретный день либо 
снег, либо дождь, либо снег и дождь вместе.  

В соответствии с приведенным определением, логическая связка « �› » соответствует 
неразделительному союзу «или» в разговорной речи.  

Пусть A  некоторое высказывание. Символом A�™  (читается: «не A ») обозначают от-
рицание высказывания A , то есть высказывание «неверно, что A ». Высказывание A�™  ис-
тинно, если A  ложно, и высказывание A�™  ложно, если A  истинно.  

Пусть A  и B  – некоторые высказывания. Символом A B�o  (читается: «если A , то 
B » или «из А следует В) обозначается высказывание, которое ложно только в том случае, 
когда A  истинно, а B  ложно.  

Логическая связка « �o » соответствует словам «если – то», «влечет», «следует» в раз-
говорной речи.  

Истинность или ложность сложного высказывания, образованного из некоторых вы-
сказываний с помощью логических связок, удобно определять при помощи специальных 
таблиц, называемых таблицами истинности. В этой таблице записываются не сами выска-
зывания, а только их истинностные значения:  

И – если данное высказывание истинно;  
Л – если данное высказывание ложно. 
В частности, с помощью таблиц истинности можно записать и смысл определяемых 

логических связок. Соответственно, в таблице 1 приводится определение логической связки 
«и», в таблице 2 – логической связки «или», в таблице 3 – логической связки «не», и в табли-
це 4 – логической связки «влечет». 

 

Таблица 1.  Таблица 2.  Таблица 3. Таблица 4.
A B A B�š   A  B  A B�›   A  A�™   A  B  A B�o  
И И И  И И И  И Л  И И И 
Л И Л  Л И И  Л И  Л И И 
И Л Л  И Л И     И Л Л 
Л Л Л  Л Л Л     Л Л И 

 

Сложные высказывания, образованные из данных высказываний ,A B C�� �� �������� при по-
мощи логических связок, можно записывать в виде формул. Например, A B C�o �› , 
A B C�› �o , A B�™ �› �™ и так далее. Для каждой такой формулы можно составить таблицу ис-
тинности. Формулы, которые имеют одинаковые таблицы истинности, называются равно-
сильными. Равносильные выказывания соединяют знаком равенства «=».  

Пример 13. Покажем, что ( )A A�™ �™ � .  
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Составим таблицу истинности в одной колонке для «не A», или 
A�™ , а потом для «не A�™ » (таблица 5): 

Мы видим, что столбец значений для ( )A�™ �™ такой же, как и для 
A . Следовательно, ( )A�™ �™ и A  равносильны, то есть ( )A A�™ �™ � .  

Пример 14. Покажем, что ( )A B A B�™ �› � �™ �š �™.  
Составим таблицу истинности для левой и правой частей равенства (таблица 6):  
 

Таблица 6.
A  
A  

B  
B  

A B�›
A B�›  

( )A B�™ �›
( )A B�™ �›

 

A�™
A�™  

B�™
B�™  

A B�™ �š �™
A B�™ �š �™

 

ИИ ИИ ИИ Л ЛЛ ЛЛ Л 
ИИ ЛЛ ИИ Л ЛЛ ИИ Л 
ЛЛ ИИ ИИ Л ИИ ЛЛ Л 
ЛЛ ЛЛ ЛЛ И ИИ ИИ И 

 

Мы видим, что столбец значений для ( )A B�™ �›  такой же, как и для A�™  B�š�™ .  
Поэтому ( )A B A B�™ �› � �™ �š �™.   
Пример 15. Докажем, что A B A B�o � �™ �› . Составим таблицу истинности (табли-

ца 7): 
 

Таблица 7.
A  B  A B�o  A�™  A B�™ �›
И И И Л И 
Л И И И И 
И Л Л Л Л 
Л Л И И И 

 

Из таблицы видно, что столбцы значений для A B�o  и A B�™ �›  совпадают. Поэтому 
( )A B A B�o � �™ �› .  

Пусть ( )P x  и ( )Q x  – предикаты, заданные на одном и том же множестве D . Тогда с по-
мощью логических связок можно составить новые предикаты, определенные на множестве D . 
Истинностные значения простейших выражений, образованных из предикатов с помощью логи-
ческих связок, определяются следующим образом. 

Предикат ( ) ( )P x Q x�š  истинен для тех и только тех значений x, для которых оба пре-
диката ( )P x  и ( )Q x  истинны. Таким образом, область истинности предиката ( ) ( )P x Q x�š  равна 
пересечению областей истинности предикатов ( )P x  и ( )Q x .  

Предикат ( ) ( )P x Q x�›  истинен лишь для тех значений x, для которых истинен хотя бы 
один из предикатов ( )P x  или ( )Q x . Следовательно, область истинности предиката ( ) ( )P x Q x�›  
равна объединению областей истинности предикатов ( )P x  и ( )Q x .  

Предикат ( )P x�™  истинен лишь для тех значений x , для которых предикат ( )P x  ложен. 
Следовательно, область истинности предиката ( )P x�™  совпадает с дополнением к области ис-
тинности предиката ( )P x .  

Предикат ( ) ( )P x Q x�o  ложен лишь для тех значений x , для которых ( )P x  истинно, а 
( )Q x  ложно. Таким образом, область истинности предиката ( ) ( )P x Q x�o  равна разности меж-

Таблица 5.
A  A�™  ( )A�™ �™ 
И Л И 
Л И Л 
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ду областью истинности предиката ( )P x  и областью истинности предиката ( )Q x . 
Имея предикат ( )P x , можно сконструировать следующее высказывание:  
«для всех x предикат ( )P x  истинен». 
Это высказывание записывают кратко ( ) ( )x P x��  (читается для всех икс P  от икс), при-

чем высказывание ( ) ( )x P x��  считается истинным только для тождественно истинного пре-
диката ( )P x , то есть для предиката, который истинен для любого значения x из области оп-
ределения.  

Символ ( )x��  (читается «для всех x», «для всякого x», «для любого x») называется 
квантором всеобщности по x.  

Пример 16. Пусть ( )P x  – предложение «модуль действительного числа x  больше ну-
ля», x R�• . Областью истинности этого предиката является множество всех действительных 
чисел, отличных от нуля. Область истинности предиката ( )P x  не совпадает с областью его 
определения R, а поэтому высказывание ( ) ( )x P x��  ложно.  

Имея предикат ( )P x  можно сконструировать также следующее высказывание:  
«существует такое x, что ( )P x  истинно». 
Это высказывание кратко записывается в виде ( ) ( )x P x��  (читается «существует такое x, 

что ( )P x »), причем высказывание ( ) ( )x P x��  истинно только в том случае, когда в области оп-
ределения предиката ( )P x  существует такое a, что высказывание ( )P a  истинно, то есть когда 
область истинности предиката не является пустой.  

Символ ( )x��  (читается «существует x, такое, что», «можно найти такое x, что») назы-
вается квантором существования по x.  

Пример 17. Пусть ( )P x  – предложение «действительное число x удовлетворяет равен-

ству 2 1 0x �� � ». Область истинности этого предиката – пустое множество. Поэтому высказы-
вание ( ) ( )x P x��  ложно.  

Пример 18. Пусть на множестве всех треугольников заданы предикаты: ( )P X  – пред-
ложение «треугольник X ABC�  имеет равные стороны AB  и BC », и ( )Q X  – предложение 
«треугольник X ABC�  имеет равные углы BAC  и BCA ». В этом случае предикат 

( ) ( )P Q Q X�o  задается предложением «если треугольник X ABC�  имеет равные стороны 
AB  и BC , то он имеет равные углы BAC  и BCA ». Соответственно, если для некоторого 
треугольника X ABC�  предикат ( )P X  принимает истинное значение, то это значит, что 
треугольник ABC  равнобедренный с основанием AC . Отсюда следует, что углы BAC  и 
BCA  при основании треугольника ABC  равны, то есть при таком X  предикат ( )Q X  также 
имеет истинное значение. Значит, нет таких треугольников X , для которых ( )P Q И� , а 

( )Q X Л� . Поэтому нет таких треугольников X , для которых предикат ( ) ( )P X Q X�o  имеет 
ложное значение. Следовательно, областью истинности предиката ( ) ( )P X Q X�o  является вся 
область определения. В результате приходим к тому, что высказывание ( )( ( ) ( ))x P x Q x�� �o  ис-
тинно, то есть истинна теорема:  

для любого треугольника ABC : если AB BC� , то BAC BCA�‘ � �‘ .  
Известные из геометрии определения позволяют эту теорему записать в следующей 
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формулировке.  
В любом равнобедренном треугольнике углы при его основании равны.  
В начале статьи говорилось, что теоремы можно записывать в логической форме, то 

есть в виде «если …, то …». Однако не всякое утверждение, записанное в логической форме,  
следует считать теоремой, потому что под теоремой мы понимаем истинное высказывание. 

Например, рассмотрим следующее утверждение.  
«Если натуральное число n делится на 6, то число n делится на 3».  
Условием в этой записи является предложение «натуральное число n делится на 6». 

Заключением в этой записи является предложение «(натуральное) число n делится на 3».  
Сформулированное утверждение является теоремой, потому что известно, как из 

предположения, что натуральное число n делится на 6, путем логических рассуждений мож-
но вывести истинность того, что это число n делится на 3. Другими словами, известно дока-
зательство истинности заключения этой теоремы из истинности ее условия. 

Рассмотрим теперь следующее утверждение.  
«Если число n делится на 6, то число n нечетно». В этом примере из предположения 

истинности условия уже не следует истинность заключения. Поэтому сформулированное ут-
верждение не является теоремой.  

Таким образом, записанное в логической форме утверждение является теоремой толь-
ко тогда, когда известно доказательство истинности заключения из истинности условия этого 
утверждения.  

Условие и заключение теоремы чаще всего являются предикатами от одного или не-
скольких переменных. В случае предикатов от одного переменного x  из области определе-
ния D  условие ( )P x  и заключение ( )Q x  теоремы соединяют логической связкой «если – то», 
и сначала получают предикат ( ) ( )P x Q x�o . Затем из этого предиката с помощью квантора 
всеобщности ( )x��  получают высказывание ( )( ( ) ( ))x P x Q x�� �o ��  

Если это высказывание истинно, то оно является теоремой.  
Доказательство теоремы, записанной в форме ( )( ( ) ( ))x P x Q x�� �o , состоит в установле-

нии истинности полученного высказывания.  
Иногда теорему, имеющую вид ( )( ( ) ( ))x P x Q x�� �o , называют теоремой всеобщности.  
Пример 19. Примером теоремы всеобщности может служить следующая известная 

теорема: «В любом равнобедренном треугольнике проведенные к его боковым сторонам вы-
соты равны».  

Действительно, это утверждение можно записать в следующей форме: «Для каждого 
треугольника ABC , если AB BC�  и AM , CN  – высоты, проведенные к сторонам BC  и 
AB , то AM CN� ».  

Установив истинность этого высказывания, мы получаем, что при равенстве двух сто-
рон AB  и BC  треугольника ABC  обязательно выполняется равенство высот AM  и CN .  

Наряду с теоремами всеобщности иногда приходится рассматривать теоремы другого 
вида. Для этого из предиката ( )P x  с помощью квантора существования ( )x��  получают вы-
сказывание ( ) ( )x P x�� . 

Если это высказывание истинно, то оно является теоремой. Обычно теорему, имею-
щую вид ( ) ( )x P x��  называют теоремой существования.  
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Примером теоремы существования может служить следующая известная теорема: 
«Существует треугольник, все стороны которого равны».  

В каждой теореме можно выделить заключение и условие этой теоремы. Иногда усло-
вие теоремы называют достаточным условием для заключения теоремы.  

Пример 21. Рассмотрим теорему: «Если натуральное число n делится на 2 и делится 
на 5, то число n делится на 10». В этой теореме условия «число n делится на 2 и делится на 
5» достаточно, чтобы сделать вывод, что число n делится на 10.  

Иногда заключение теоремы называют необходимым условием для условия этой тео-
ремы.  

Пример 22. Рассмотрим теорему: «Если натуральное число n делится на 6, то число n 
делится на 3». Эта теорема показывает, что для делимости натурального числа n на 6 необ-
ходимо, чтобы число n делилось на 3. Другими словами, если натуральное число n не делит-
ся на 3, то на 6 число n уже точно не может делиться.  

Для каждой теоремы, записанной в форме «если – то», можно записать обратное ут-
верждение. При записи обратного утверждения условие теоремы превращается в заключение 
обратного утверждения, а заключение теоремы превращается в условие обратного утвержде-
ния.  

Пример 23. Снова рассмотрим теорему: «Если натуральное число n делится на 6, то 
число n делится на 3». Утверждение, обратное к этой теореме, имеет следующий вид: «Если 
натуральное число n делится на 3, то число n делится на 6».  

Полученное в этом примере обратное утверждение не является теоремой, потому что 
из делимости натурального числа n на 3 не следует делимость числа n на 6. В этом очень 
легко убедиться на примере: число 9 делится на 3, но не делится на 6.  

Набор значений для переменных, при котором утверждение с переменными становит-
ся истинным, называется примером к этому утверждению. Для утверждения «если натураль-
ное число делится на 2, то оно делится и на 4» одним из примеров является натуральное чис-
ло 8. Однако, наличие примера еще не достаточно для того, чтобы утверждение было теоре-
мой. Это, в частности, подтверждает рассмотренный пример, в котором сформулированное 
утверждение теоремой не является. 

Набор значений для переменных, при котором утверждение становится ложным, на-
зывается контрпримером к этому утверждению. Для утверждения «если натуральное число 
делится на 2, то оно делится и на 4» одним из контрпримеров является натуральное число 14. 
Наличие контрпримера к утверждению всегда показывает, что это утверждение не является 
теоремой. 

Пусть для некоторой теоремы, которую условно назовем теоремой 1, обратное утвер-
ждение также является теоремой, которую условно назовем теорема 2. В этом случае теоре-
му 2 называют обратной теоремой к теореме 1.  

Так как утверждение, обратное к теореме 2, является теоремой 1, то в свою очередь 
теорема 1 является обратной теоремой к теореме 2. Поэтому теорему 1 и теорему 2 называ-
ют взаимно обратными теоремами.  

Пример 24. Взаимно обратными являются следующие две теоремы:  
Теорема 1. Если натуральное число n делится на 2 и делится на 3, то число n  делится 

на 6.  
Теорема 2. Если натуральное число n делится на 6, то число n  делится на 2 и делится на 3.  
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Бывают теоремы, для которых обратное утверждение не является теоремой. В этом 
случае не существует теоремы, которая является обратной к сформулированной теореме. Ино-
гда в таком случае говорят, что теорема, обратная к сформулированной теореме, неверна.  

Пример 25. Рассмотрим еще раз теорему: «Если натуральное число n делится на 6, то 
число n делится на 3». Утверждение, обратное к этой теореме, не является теоремой. Следо-
вательно, данная теорема не имеет обратной теоремы, хотя и имеет обратное утверждение. 

Обозначим условие некоторой теоремы буквой A , а заключение этой теоремы буквой 
B . Тогда A  является достаточным условием для B , а B  является необходимым условием для 
А. 

В результате получаем, что когда доказаны две взаимно обратные теоремы «если A , 
то B » и «если B , то A », то условие A  необходимо и достаточно для B , а условие B  необ-
ходимо и достаточно для A .  

Вместо слов «необходимо и достаточно» употребляют также слова «тогда и только 
тогда», «в том и только в том случае», «для тех и только тех».  

Пример 26. Рассмотрим известную теорему, которая имеет следующую формулиров-
ку.  

Натуральное число n делится на 3 тогда и только тогда, когда сумма цифр числа n де-
лится на 3.  

Важно понять, что такая формулировка объединяет в себе две взаимно обратные тео-
ремы:  

Теорема 1. Если натуральное число n делится на 3, то сумма цифр числа n делится 
на 3.  

Теорема 2. Если сумма цифр натурального числа n делится на 3, то число n делится 
на 3.  

В этом примере условие делимости на 3 суммы цифр натурального числа n является 
необходимым и достаточным для делимости числа n на 3. В свою очередь условие делимости 
на 3 натурального числа n является необходимым и достаточным для делимости на 3 суммы 
цифр числа n.  

Пусть теорема имеет вид  
( )( ( ) ( ))x P x Q x x D�� �o �� �• . (1) 

Тогда высказывание  
( )( ( ) ( ))x Q x P x x D�� �o �� �•  (2) 

называется обратным утверждением к данной теореме. Если обратное утверждение также 
теорема, то теорему (2) называют обратной к теореме (1). В этом случае теоремы (1) и (2) на-
зываются взаимно обратными. Когда (1) и (2) являются взаимно обратными теоремами, то 
предложение ( )P x  необходимо и достаточно для предложения ( )Q x , а предложение ( )Q x  не-
обходимо и достаточно для ( )P x . 

Отметим, что если взаимно обратные теоремы (1) и (2) имеют место, то в этом случае 
предикаты ( )P x  и ( )Q x  равносильны, потому что истинным значениям ( )P x  соответствуют 
только истинные значения ( )Q x , и наоборот, а поэтому области истинности предикатов ( )P x  
и ( )Q x  совпадают. 

Пусть теорема имеет вид  
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( )( ( ) ( ))x P x Q x x D�� �o �� �• . 
Тогда высказывание  

( )( ( ) ( ))x P x Q x x D�� �™ �o �™ �� �•  
называется противоположным утверждением к данной теореме.  

Одновременно можно рассмотреть также обратное утверждение  
( )( ( ) ( ))x Q x P x x D�� �o �� �•  

и противоположное к нему утверждение  
( )( ( ) ( ))x Q x P x x D�� �™ �o �™ �� �• . 

Последнее утверждение по отношению к начальной теореме является противополож-
ным к обратному.  

Пример 27. Рассмотрим известную теорему: «Если натуральное число n делится на 9, 
то сумма цифр числа n делится на 9. Тогда утверждение, противоположное обратному для 
данной теоремы, имеет следующий вид: «Если сумма цифр натурального числа n не делится 
на 9, то число n не делится на 9».  

Для теоремы ( )( ( ) ( ))x P x Q x x D�� �o �� �•  утверждение, противоположное к обратному, 
имеет вид ( )( ( ) ( ))x Q x P x x D�� �™ �o �™ �� �• �� 

Докажем, что это также теорема.  
Действительно, в примере 18 было показано, что высказывания A B�o  и A B�™ �›  рав-

носильны. Так как по условию высказывание ( )( ( ) ( ))x P x Q x�� �o  истинно, то при каждом 
x D�•  значение предиката ( ) ( )P x Q x�o  истинно, а поэтому значение предиката 

( ) ( )Q x P x�™ �o �™  тоже истинно. Следовательно, предикат ( ) ( )Q x P x�™ �o �™  принимает истинное 
значение при всех x D�• , откуда высказывание ( )( ( ) ( ))x Q x P x�� �™ �o �™ , �•x D , истинно. Это и 
означает, что справедлива теорема ( )( ( ) ( ))x Q x P x�� �™ �o �™ , x D�• .  

Аналогично доказывается, что из теоремы ( )( ( ) ( ))x Q x P x�� �™ �o �™ , x D�• , следует тео-
рема ( )( ( ) ( ))x P x Q x�� �o , x D�• .  

Таким образом, каждая теорема равносильна теореме, противоположной к обратному 
утверждению для этой теоремы. На этом основан один из известных методов доказательства 
теорем – метод доказательства от противного или метод приведения к противоречию. Он 
состоит в том, что вместо прямой теоремы ( )( ( ) ( ))x Q x P x x D�� �o �� �• ��  доказывается теорема, 
противоположная обратному утверждению: ( )( ( ) ( ))x Q x P x x D�� �™ �o �™ �� �• ��  

Пример 28. Рассмотрим широко известную теорему Пифагора: «Если в треугольнике 
ABC  угол ABC  прямой, то 2 2 2AC AB BC� �� ». Утверждение «Если в треугольнике ABC  
выполняется равенство 2 2 2AC AB BC� �� , то угол ABC  прямой» является обратным к теоре-
ме Пифагора. Докажем, что это утверждение также является теоремой, которая известна как 
теорема, обратная к теореме Пифагора, или как обратная теорема Пифагора. 

Для доказательства будем считать известной теорему косинусов и воспользуемся ме-
тодом доказательства от противного. Предположим, что угол ABC  не является прямым. Но 
тогда cos 0ABC�‘ �z . Из теоремы косинусов следует, что 2 2 2

2cos 0AB BC AC
AB BCABC �� ��

�˜�‘ � �z , а по-

этому 2 2 2 0AB BC AC�� �� �z , то есть 2 2 2AC AB BC�z �� , что является отрицанием посылки в 
обратной теореме Пифагора. Таким образом, верной является теорема, противоположная к 
обратной для обратной теоремы Пифагора. Отсюда следует, что обратная теорема Пифагора 
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верна. 
Одним из первых известных примеров доказательства методом приведения к проти-

воречию является доказательство иррациональности числа 2 . Чтобы не повторять этот 
широко распространенный пример, рассмотрим доказательство иррациональности числа 
другой структуры. 

Пример 29. Докажем, что число 10lg 2 log 2�  иррационально. Запишем это утвержде-
ние в логической форме: «Если lg 2x � , то x  иррационально». 

Будем доказывать, что если x  рационально, то lg 2x �z . Рациональность числа lg 2  

означает, что существуют целые числа ,m n  такие, что m
nx � , причем, если n  натуральное, 

то из положительности числа lg 2  следует, что m  тоже натуральное. Имея равенство 

lg 2 m
n� , по определению получаем 10 2

m
n � , откуда 10 2m n� . Для натурального m  число 10m  

делится на 10, а число вида 2n  не может делиться на 10 ни при каком натуральном n . Следо-
вательно, lg 2m

n �z . Таким образом, доказано: «Если число m
n  рационально, то оно не равно 

lg 2 ». Но это есть утверждение, противоположное обратному для сформулированного ут-
верждения в начале этого примера. 
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1. В данной работе предпринимается попытка выявления причин неудачи реформы 

школьного математического образования 70-х годов 20 века. На основе анализа полученных 
результатов, а также на основе прослеживания исторического и логического путей становле-
ния алгебры и логики и актуализации грядущих запросов и реалий наступающей информа-
ционной эры развития общества в работе обосновывается необходимость введения логиче-
ской составляющей в курс школьной математики общеобразовательных школ. Сформулиро-
вав цели логической подготовки, авторы предлагают один из возможных вариантов учебной 
программы дисциплины «Логика» и намечают подходы методического и методологического 
характера к обучению этой дисциплине. 

Ставя вопрос о необходимости включения дисциплины «Логика» в число базовых 
учебных дисциплин, изучаемых в общеобразовательных школах, авторы вполне отдают себе 
отчет о том, что они затрагивают проблему, которая более чем полувека (после очередного 
исключения этой дисциплины из школьных учебных программ в конце 50-х годов 20 века) 
постоянно (и практически безрезультатно) требует своего разрешения. Более того, после 
столь громкого «провала» реформы школьного математического образования 70-х годов 
прошлого века, в рамках которой целенаправленно актуализировалась логическая и теорети-
ко-множественная составляющие школьного курса математики, что привело к значительно-
му повышению уровня формализации этого курса, проблему логического образования пред-
почитают молчаливо обходить практически на всех уровнях, определяющих образователь-
ную политику средней школы. В сложившейся ситуации уместно напомнить, что академику 
А. Н. Колмогорову, не в связи с реформой, а по поводу чрезмерной критики идеи концен-
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тризма, отвергающей многие преимущества этого метода, принадлежат следующие слова: 
«После неумеренного увлечения «концентризмом» преподавания это слово стало, с точки 
зрения методистов, запретным…» ([1], стр. 60). Аналогичным образом можно было бы, под-
водя итоги контрреформы, сказать: «После неумеренного увлечения «формализмом» препо-
давания это слово стало, с точки зрения методистов, запретным…». 

Тем не менее, анализ школьных учебников «последнего поколения» показывает, что 
под воздействием объективных реалий и запросов грядущей информационной цивилизации 
пропедевтика формально-логических и теоретико-множественных концепций (зачастую в 
неявной форме и без особой акцентации) проникает в содержание школьных математических 
дисциплин. Это говорит о том, что если не революционные модернизации, кардинально ме-
няющие всю школьную математику, то преобразования эволюционного характера, направ-
ленные на сближение идейно-методологических и научно-теоретических оснований школь-
ной математики и современной – неизбежны. 

Следует отметить, что проблемы реформирования школьного математического обра-
зования волнуют не только специалистов, но и все общество в целом. Введение в школьные 
программы нового предмета «Информатика», несомненно, явилось важнейшей вехой на пути 
решения проблемы модернизации преподавания математики, придавая ее изучению ярко вы-
раженную прикладную направленность нетрадиционного характера. Этот шаг явился не 
только ответом на запросы времени, но и наполнил особым смыслом процесс освоения ма-
тематики, мотивируя необходимость и обязательность изучения ее методов, как теоретиче-
ской основы построения математических моделей и разработки технологий, связанных с 
компьютерной реализацией прикладных задач. 

Необходимо подчеркнуть, что кардинальная реформа школьного математического об-
разования, основной целью которой явилось повышение теоретического уровня ее препода-
вания на основе коренного изменения идеологии и содержания обучения, началась практиче-
ски в это же время (конец 70-хгодов 20 века).  

Как известно, результаты реформы были признаны неудовлетворительными, а новый 
радикально модернизированный курс школьной математики, как «материальное» воплоще-
ние ее идей и концептов, – непригодным для массовой школы. 

Реформа школьного математического образования по временным параметрам лишь 
ненадолго предварила начальный период внедрения в школу информационных технологий 
обучения и включения курса «Информатика» в число базовых учебных дисциплин общеоб-
разовательных школ. В последующем реформа, контрреформа и процессы информатизации 
образования и совершенствования методик и технологий обучения информатике осуществ-
лялись параллельно и, в определенной степени, независимо друг от друга. 

С позиций сегодняшнего дня можно указать (среди многих других, менее значимых) 
две основные причины провала реформы. 

Первой из этих причин является, по мнению авторов, исключение (в конце 40-х годов 
20 века) курса формальной (традиционной) логики из числа базовых учебных дисциплин 
общеобразовательной школы; второй – обособленность процессов реформирования школь-
ной математики и компьютеризации школьного математического образования. 

Касаясь первой причины, следует отметить, что исключение курса «Логики» из сис-
темы базовых учебных дисциплин привело к полному забвению исключительно важной эпо-
хи в развитии процесса самопознания человека – эпохи, связанной с постижением оператив-
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ных особенностей мышления, с выявлением правил и законов, которым подчиняется процесс 
мыслительной деятельности и тех форм, в которых она осуществляется. 

В этот период была осознана необходимость исследования мышления, как формы на-
учного познания, на основе постижения связей мышления с языком был осуществлен пере-
ход от интуитивно-содержательных представлений об объектах и явлениях действительности 
к их абстрактному восприятию и формальному описанию. В рамках логических исчислений, 
построенных в этот период, были выявлены основные схемы, принципы и рецепты разработ-
ки формальных символических языков, отражающих и «материализующих» опыт человече-
ского мышления. 

Этим формализованным языкам с неизбежной необходимостью принадлежит роль ис-
торически обусловленного «посредника» между мышлением и естественным языком. В ча-
стности, В. И. Игошин, называя формальный язык исчисления предикатов языком математи-
ческой логики, отмечает: «В языке математической логики соединилась логика мышления, 
без которой немыслим общечеловеческий язык, и математика, математическая логика выра-
зила ту часть общечеловеческого языка, которая в языковой форме передает (озвучивает) 
сознательные мыслительные процессы, именно поэтому математическая логика и ее язык 
оказались тем мостком, который накрепко связал язык и математику, язык общечеловече-
ский и язык математический.» ([2], стр. 104 – 105) 

Интеллектуальная составляющая деятельности человека, связанная с познанием тайн 
мышления и языка, вместила в себе в течение этого периода процессы моделирования мыс-
лительной деятельности от построения первых логических исчислений до разработки науч-
но-теоретических оснований, обеспечивших создание современных сверхмощных компью-
терных систем. И, тем не менее, процесс осуществления и результаты этой деятельности, 
оказавшей в минувшие десятилетия второй половины 20-го века столь мощное, не имеющее 
исторических аналогов, преобразующее воздействие на современное мироустройство, не 
нашел отражения на страницах школьных учебников математики. 

Одним из упорно бытующих последствий утраты «связи времен» в освоении логиче-
ской культуры явилось более чем осторожное (скорее – негативное) отношение учителей 
нашего времени к обязанности присутствия формальной составляющей естественно-
математических знаний и необходимости ее освоения в рамках школьной математики. 

Говоря о второй причине, уместно привести следующую характеристику модернизи-
рованного курса школьной математики, который был построен в процессе проведения ре-
формы: «Фактически этим курсом не был повышен научный уровень преподавания матема-
тики. Был повышен до недопустимых пределов (и нередко без особой надобности) уровень 
формализации школьного курса математики» ([3] стр. 199). 

Фактически этими словами утверждается (и не без определенной доли истины), что 
модернизация школьного курса математики была предпринята ради модернизации и только. 
В то же время нет никаких оснований утверждать, что идеологи и авторы реформы, органи-
зуя ее проведение, не предвидели грядущего становления информационной цивилизации и 
не направляли свои усилия на заблаговременное обеспечение адекватности системы матема-
тического образования возможным ее реалиям и запросам. 

По глубокому убеждению авторов, если бы реформа школьного математического об-
разования осуществлялась совместно и в тесном, взаимообогащающем единстве с процесса-
ми «информатизации» школы, т. е. если бы целью реформирования было не только измене-
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ние идеологии и повышение теоретического уровня обучения, которые, не имея выраженных 
в доступной форме целевых установок теоретического, практического и прикладного харак-
тера, действительно воспринимались на местах, как модернизация ради модернизации, а в 
качестве одной из основных целей реформы провозглашалась бы более насущная и осязае-
мая цель – обеспечение идейно-методологических и научно-теоретических оснований ин-
форматизации математического образования и школьного образования в целом, то результа-
ты реформы вполне могли бы быть иными. 

В связи с этим, уместно отметить, что многое, что предусматривалось, получившей 
столь печальную известность, реформой школьного математического образования и было с 
поспешной легкостью отвергнуто в период проведения контрреформы, заслуживает более 
серьезного отношения и внимания. Следует, в частности, прямо признать, что призывы: «На-
зад к Ларичеву, Киселеву и Рыбкину!», как лейтмотив контрреформы, были продиктованы, в 
основном, логической неграмотностью подавляющей части действующих в этот период учи-
телей математики, которые не освоили в свое время (по причинам от них не зависящим) не-
обходимых начал ни формальной (традиционной), ни математической логики, как важней-
ших составляющих «грамматики мышления». 

Нет смысла спорить и утверждать обратное: школьные учебники и учебные пособия, 
созданные этими авторами, действительно были в свое время прекрасными руководствами 
для учащихся и учителей в соответствующих областях математических знаний. В то же вре-
мя не стоит забывать о том, что во времена активной творческой деятельности этих выдаю-
щихся педагогов основными вычислительными приборами были счеты, арифмометры, лога-
рифмические линейки и четырехзначные математические таблицы Брадиса, а практические 
применения математики были связаны, в основном, с измерениями на местности, а также с 
задачами на вычисление площадей и объемов «материальных» фигур и тел, в которых необ-
ходимые для решения данные находились посредством применения линеек с миллиметро-
выми делениями. 

Уместно также привести суждение министра образования и науки Российской Феде-
рации А. Л. Фурсенко, высказанное им при обсуждении вопросов современного математиче-
ского образования с главным редактором журнала «Математика в школе» 
Е. А. Бунимовичем: «… то, что наше образование было лучшим в мире,… в некотором 
смысле, лукавство. Оно было действительно хорошим для четко сформулированной задачи. 
Задача была достаточно авторитарной в технократическом обществе. И под это авторитарно-
технократическое общество с жестко сформулированными функциями очень неплохо легло 
советское образование. А новая жизнь требует новых знаний». ([4] стр. 3) 

Называя вышеприведенные причины 1-ой и 2-ой, авторы имеют в виду лишь времен-
ные параметры осуществления тех событий и действий, которые их обусловили, но не «зна-
чимость» их негативных последствий. В частности, забвение логической составляющей ма-
тематического образования привело к невосприимчивости и отторжению новых идей и кон-
цептов обучения математике, что привело, в конечном итоге, к необходимости проведения 
контрреформы. В свою очередь, результаты компьютеризации школьного образования, в 
связи с отсутствием должного опыта освоения научно-теоретических оснований, обусло-
вивших наступление информационной эры, оставляет желать лучшего. Как отмечает 
Н. Д. Никандров, Президент РАО, «…если рассматривать образовательную ценность компь-
ютера, то, к сожалению, она не используется в полном объеме, потому, что на две трети, а 
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иногда и на три четверти детьми компьютер используется не столько для образовательных, 
сколько для игровых целей» ([5] стр. 5) 

Другими словами, получив самые первичные пользовательские навыки многие тысячи 
школьников становятся фанатами компьютерных игр, оставаясь неспособными к созданию 
простейших математических моделей и к их самостоятельной машинной реализации. Эти 
печальные реалии являются прямым следствием отрыва изучения информатики в школе от 
ее научно-теоретической базы. 

Для создания математических моделей прикладного характера, тем более разработки 
соответствующего программного обеспечения, необходимы устойчивые навыки абстрактно-
го логико-алгебраического мышления, формирование которых осуществляется посредством 
длительной практики целенаправленной работы с синтаксическим конфигурациями фор-
мальных символических языков, накопления опыта выявления и использования их вырази-
тельных возможностей, алгебраических и алгоритмических свойств. 

2. Мыслительные абстракции находят свое «материальное» воплощение в синтакси-
ческих образованиях математического языка. 

В основе построения естественных языков и языка современной математики, несмот-
ря на кажущееся их различие, имеется много общего. Это связано в первую очередь с тем, 
что прообразами для создания математического языка послужили естественные языки. 

Тем не менее, в подходах к изучению естественных языков и математического языка в 
средних школах имеются существенные различия. Прежде всего, следует отметить, что, не-
смотря на определенную общность схем построения, изучение естественного языка (в част-
ности, русского языка) в тех формах, в которых оно осуществляется, лишь в очень незначи-
тельной степени способствует освоению языка современной школьной математики. Сам же 
математический язык, как таковой (т. е. его синтаксис и выразительные возможности) в рам-
ках школьной математики не является предметом непосредственного изучения. 

Сопоставляя далее естественный язык и язык математики с позиций методов и форм 
их непосредственного и опосредованного изучения в школе, авторы не склонны обсуждать 
меру состоятельности и правомерности этого сопоставления. Тем не менее, они считают, что 
оно является достаточно выразительной иллюстрацией сложности проблем, связанных с раз-
работкой основ логического образования, его местом в системе высшего и среднего образо-
вания и его ролью в общекультурном, личностном и профессиональном становлении челове-
ка. 

Изучение естественных языков включает в себя, в качестве базовых составляющих, 
изучение определенных разделов грамматики этих языков, орфографию и пунктуацию. Уме-
стно подчеркнуть, что это изучение производится, в сущности, с формальных позиций, как 
изучение общепринятых правил написания, законов построения, соединения и формоизме-
нения тех синтаксических конфигураций, посредством которых реализуются описательные 
функции этих языков и которые образуют основу для языкового общения. Тем не менее, в 
соответствующих учебниках и учебно-методических пособиях для школы формальный под-
ход не акцентируется, а играет как бы второстепенную и, в определенной степени, завуали-
рованную роль. В известной мере это связано с тем, что в качестве метаязыка, посредством 
которого изучается грамматика естественных (родных) языков, используются обычно те же 
самые языки, а в качестве примеров, демонстрирующих приемы построения и анализа пра-
вильных конфигураций и законов их соединения, берутся конкретные языковые образования, 
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имеющие определенные содержательный смысл и значение, т. е. в процессе изучения естест-
венных (родных) языков синтаксис и семантика выступают в неразрывном единстве. Кроме 
того, актуализация и последовательное проведение формальной точки зрения при изучении 
правил грамматики, орфографии и пунктуации естественных языков (к примеру, русского) 
представляются неприемлемыми и в связи с тем, что многие из этих правил, а также исклю-
чений из них, не имеют явно выраженных предпосылок и мотиваций логического характера. 

И хотя с момента рождения, условия постоянного нахождения человека в языковой 
среде, практика общения, учения и обучения (в частности изучение литературы, истории и 
других школьных учебных дисциплин) обеспечивают, на уровне подсознания, определенные 
возможности постижения правил правописания и грамматических особенностей родного 
языка, тем не менее, вряд ли кто станет утверждать, что для формирования должного уровня 
культуры речи, грамотности и для должного усвоения грамматики этого вполне достаточно.  

Тем более, с позиций тех целей, которые предполагает изучение естественных (род-
ных) языков в общеобразовательных школах, этого ни в коей мере не достаточно для выяв-
ления и изучения формальных схем построения языковых конфигураций и схем, отражаю-
щих специфику правильного мышления, а также формальных законов преобразования этих 
схем.  

Как правило, изучение естественного (родного) языка осуществляется в средних шко-
лах на протяжении нескольких лет в органичном единстве с изучением родной литературы, 
отечественной и зарубежной истории и других учебных дисциплин и даже мысль о том, что 
объемы учебных часов, отводимых в школе на изучение родного языка могут быть, в связи с 
этим, существенно сокращены без всякого ущерба для дальнейшего общекультурного, лич-
ностного и профессионального становления учащихся, любому здравомыслящему человеку 
покажется, по меньшей мере, странной. Тем более, исключение соответствующей дисципли-
ны (к примеру, дисциплины «Русский язык») из учебных планов общеобразовательной шко-
лы вообще, многие сочтут тяжким преступлением. И никакие утверждения о том, что законы 
грамматики и правила правописания родного языка могут быть освоены в процессе работы 
над текстами художественных произведений в рамках изучения родной литературы, как 
школьной учебной дисциплины, и других учебных дисциплин, не убедят их в обратном. 

Продолжая предпринятый опыт сопоставления, необходимо отметить, что процесс 
обучения математике неразрывно связан с изучением математического языка, который хотя 
и создан по образу естественных языков и на основе определенных, а в рамках школьной ма-
тематики – значительных заимствований из этих языков, тем не менее, ни одному из них не 
адекватен. Любой естественный язык, на котором осуществляется изучение математики, в 
том числе и школьной, играет по отношению к математическому языку роль метаязыка. Как 
и в ситуации с каждым естественным (родным) языком: условия постоянного нахождения 
человека в окружающей (природной) среде; объективная логика природы, как логика зако-
номерностей и взаимосвязей в развитии и изменении предметов и явлений окружающей дей-
ствительности; практика мышления, сопряженная с трудовой и учебной деятельностью, спо-
собствуют постижению определенных закономерностей, связанных с формами осуществле-
ния мыслительных процедур и возможностями их языкового (в частности математического) 
воплощения. 

Но аналогично тому, как и в случае с естественным (родным) языком, представления 
о том, что формирование «логической грамотности мышления» может быть осуществлено 
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непосредственно в процессе обучения естественно-математическим дисциплинам, является 
более, чем несостоятельным. В частности, еще полвека назад А. А. Столяр отметил: «Один 
из существенных дефектов установившейся практики преподавания математики в средней 
школе состоит в том, что логический язык математики не подчеркивается и не разъясняется в 
процессе обучения. Мы очень много рассуждаем о математических объектах, но совсем не 
рассуждаем об этих наших рассуждениях. На некотором этапе обучения целесообразно сде-
лать предметом изучения сами эти рассуждения.» ([6] стр. 127). 

Этот вывод был сделан накануне официального начала реформы школьного матема-
тического образования и необходимость последующего проведения контрреформы, которая 
проходила: «…образно говоря, под лозунгом «Назад, к Киселеву!»» ([3] стр. 206), вполне 
подтвердила его правомерность. 

3. Решение проблемы формирования фундаментальных основ логического образова-
ния в средней и высшей школе неразрывно связано с разработкой целостной педагогической 
концепции логического образования, как одной из базовых составляющих общей концепции 
образования, действующей на современном этапе развития высшей и средней школы.  

Говоря о целостной концепции логического образования, авторы имеют в виду то, что 
эта концепция должна представлять собой органическое единство педагогических концепций 
логического образования в средней школе и в высшей, соответственно. 

С учетом того, что профессиональная подготовка учителей для средних школ, лицеев 
и гимназий осуществляется в основном в педагогических институтах и педагогических уни-
верситетах, авторы в данной работе под высшей школой понимают в дальнейшем высшие 
педагогические учебные заведения (университеты, институты, академии).  

Общепринятый в настоящее время системный подход к проектированию и построе-
нию педагогических концепций [7;8] предполагает разработку педагогической системы и пе-
дагогической технологии, соответствующей этой системе, как основных ее компонент.  

В числе инвариантных составляющих педагогической системы выделяют (среди дру-
гих) цели, содержание и дидактические процессы обучения и воспитания, при этом целям 
обучения отводится определяющая роль [7].  

Цели образования диктуются уровнем, темпами и направлениями развития политиче-
ской, социально-экономической, научно-технической и социо-культурной сфер обществен-
ного бытия, определяются его потребностями в том или ином типе личности, задаются теми 
или иными ценностными ориентирами. 

Степень развития и проникновения средств компьютерной индустрии, информацион-
ных и коммуникационных технологий практически во все области деятельности человека, 
поражающие воображение возможности и эффективность их применения, позволяют гово-
рить о том, что в настоящее время закладываются основы новой цивилизации, которая по 
праву может быть названа информационной. 

В соответствии с этим, стратегической целью введения логической компоненты в сис-
тему школьной математической подготовки является обеспечение адекватности школьного 
математического образования реалиям и запросам грядущей информационной цивилизации, 
посредством формирования и развития фундаментальных основ логического образования в 
высшей педагогической и средней школе.  

Далее необходимо конкретизировать цели логического обучения применительно к 
средней и высшей педагогической школе. Намечая возможные пути решения проблемы по-
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становки логического образования в средней школе, мы не будем в этой работе касаться це-
лей и содержания логической подготовки в высших педагогических учебных заведениях. 

Цели обучения логике в средней школе могут быть уточнены следующим образом: 
1) Развитие логического мышления школьников на основе изучения закономерностей 

в связях и развитии мыслей, законов и операций правильного рассуждения и форм их выра-
жения. 

2) Развитие навыков и способностей к полноценной аргументации, полемике, дискус-
сии, ясности и четкости выражения и отстаивания своей точки зрения, на основе постижения 
возможностей практического приложения логики в науке, искусстве и повседневной жизни. 

3) Формирование абстрактного мышления школьников, посредством отработки навы-
ков использования описательных функций и выразительных возможностей современного ма-
тематического языка и символических языков логических исчислений, как необходимого ус-
ловия построения математических моделей объектов и явлений окружающей действительно-
сти. 

4) Формирование у школьников современных представлений о возможных путях 
формализации интуитивно-содержательных представлений о теореме и доказательстве, ал-
горитме и вычислимости. 

5) Создание условий, обеспечивающих возможности ознакомления школьников с ло-
гикой и методологией современной науки и спецификой применения ее средств в математи-
ческом познании. 

6) Обеспечение возможностей пропедевтики современных языков программирования 
и информационных технологий посредством выявления алгебраических и алгоритмических 
свойств объектов синтаксиса формальных символических языков. 

7) Формирование осознанного понимания школьниками необходимости развития на-
выков абстрактного логико-алгебраического мышления, как важнейшего условия интеллек-
туальной состоятельности и возможности получения высшего образования, обеспечивающе-
го востребованность и конкурентноспособность в условиях информационной цивилизации. 

4. Выявление базовых направлений логико-алгебраической подготовки, как в высшей 
педагогической, так и в средней общеобразовательной школе требует разумного сочетания 
исторического и логического подходов, так как только на его основе осуществляется выяв-
ление естественно-генетических путей происхождения логико-алгебраических знаний и оп-
ределяется содержание логико-алгебраических дисциплин. В частности А. Дистервег, говоря 
о цели образования, как развитии способностей учащихся, их мышления, воображения, па-
мяти, воли, отмечал: «… цель требует генетического изложения всех предметов, которые его 
допускают, потому, что они таким же путем возникли или проникли в сознание челове-
ка…только ученик проходит в несколько лет дорогу, на которую человечество употребило 
тысячелетия.» (цит. по [9] стр. 95). 

Предпринимая далее, краткий экскурс в историю становления алгебры и логики и вы-
деляя основные этапы развития этих наук, авторы касаются лишь тех ее аспектов, которые в 
той или иной степени характеризуют содержание современной школьной алгебраической 
подготовки и способствуют определению содержания логической составляющей школьного 
курса математики. 

Возникновению логики, как науки, предшествовала длительная, уходящая в глубь ве-
ков и тысячелетий практика мышления.  
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Слово «логика» происходит от греческого слова «logos», что значит «мысль», «сло-
во», «разум», «закономерность» и используется для обозначения совокупности тех правил, 
которым подчиняется процесс мышления с одной стороны и для обозначения науки о прави-
лах рассуждений и тех формах, в которых оно осуществляется – с другой. 

Отмечают две основные причины возникновения логики. Первая из них – процессы, 
связанные с зарождением и развитием наук, прежде всего – естественно-математических, ко-
торые обусловили необходимость исследования природы самого мышления, как формы на-
учного познания. Вторая – развитие ораторского искусства, которое способствовало выявле-
нию таких формальных мыслительных схем, чтобы, следуя им, мысль, воплощенная в слово, 
могла оказывать наиболее ощутимое воздействие на аудиторию.  

Следствием этих причин явилось возникновение, развитие и становление формальной 
логики. Различают два этапа развития формальной логики. Деление на эти этапы обусловле-
но, прежде всего, различием средств и методов исследования, применяемых в формальной 
логике. 

Начало первого этапа связано с работами древнегреческого философа и ученого-
энциклопедиста Аристотеля (384–322 до н. э.), который впервые дал систематическое изло-
жение логики. Логика Аристотеля, труды других мыслителей и философских школ вплоть до 
середины XIX в. и составляют первый этап развития. Логику этого этапа называют традици-
онной логикой. 

В логике Аристотеля, с исчерпывающей глубиной и строгостью, была разработана 
теория дедуктивных умозаключений и доказательств. Разработанное им исчисление силло-
гизмов представляет собой одно из первых логических исчислений. 

Следует подчеркнуть, что слово «дедукция» в переводе на русский язык означает 
«вывод». Аристотель впервые обратил внимание на то, что, рассуждая по определенным 
схемам, мы из одних истинных утверждений можем выводить другие истинные утвержде-
ния, исходя не из конкретного содержания этих утверждений, а только вследствие формаль-
ной структуры применяемой схемы. Таким образом, Аристотель впервые отделил форму 
мысли от её содержания.  

Следует отметить, что в логике Аристотеля содержатся и элементы символической, то 
есть математической, логики. Однако потребовались столетия и труды многих поколений 
философов и математиков, чтобы сделать исключительно важный шаг к изучению формаль-
ной логики математическими методами, что знаменовало второй этап ее развития.  

Формальная логика этого этапа называется математической (или символической) ло-
гикой. Математическая логика изучает логические связи и отношения, лежащие в основе де-
дуктивного вывода, математическими методами на языке специальных логических исчисле-
ний, позволяющих выявить структуру вывода и формализовать ее. 

Таким образом, с развитием математической логики, возникла потребность в разра-
ботке общей концепции логического исчисления. Эта концепция разрабатывалась и шлифо-
валась на протяжении столетий в трудах многих выдающихся учёных и созданных ими на-
учных школ. 

Важнейшей предпосылкой разработки концепции логического исчисления явилось 
осознание целесообразности отделения форм мышления от его содержания. Выявление и 
изучение логических структур мышления в отвлечении от его содержания дало мощный им-
пульс развитию теоретико-множественной и логико-алгебраической символики, способство-
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вало конкретизации индуктивных и дедуктивных схем мышления, формированию представ-
лений о логическом исчислении, как о носителе арсенала формализованных средств и техно-
логий, обеспечивающих, при надлежащем их истолковании, возможности выявления эффек-
тивных решений широкого круга задач в процессе научного познания.  

Кроме того, следует особо отметить, что содержание мысли, в обычном его понима-
нии, является для вычислительных устройств несущественным. Восприятие «содержания» 
осуществляется здесь исключительно только посредством специфики формального строения 
вводимой информации. 

История традиционной логики показывает, что построение всех систем, способст-
вующих, в той или иной степени, формированию современных представлений о логическом 
исчислении, осуществлялось с использованием алгебраических методов, свойственных соот-
ветствующему периоду и уровню развития алгебры. Наиболее яркое воплощение эта тенден-
ция получила в работах Дж. Буля, создавшего логическое исчисление, широко известное, как 
«Булева алгебра». 

Останавливаясь на основных этапах истории развития алгебры, как науки, следует 
отметить, что введение в алгебру буквенных обозначений для предметных и постоянных ве-
личин и специальных знаков для обозначения словесных описаний операций, правил их вы-
полнения и их свойств (конец 15 в. – начало 17 в.), завершается первый этап ее развития – 
предистория алгебры. Важно подчеркнуть, что уже этому этапу развития алгебры свойствен-
но то, что в современный период нашло отражение в таких понятиях и конструкциях, как 
алфавит, правила образования формул, формальный язык и правила дедукции. 

Полученные в этот период формулы в их символическом выражении можно рассмат-
ривать как записи универсальных алгоритмов для нахождения решений любой конкретной 
задачи из некоторого широкого класса однотипных задач. В частности, общие формулы на-
хождения корней квадратного уравнения: « … можно интерпретировать как некоторые ука-
зания: что нужно сделать с коэффициентами, для того, чтобы найти корень квадратного 
уравнения. То есть алгебраические формулы являли собой первые формальные записи алго-
ритмов.» ([10] стр. 126) 

Аналогичным образом формулы, как равенства, верные при любых допустимых чи-
словых значениях входящих в них букв, т. е. алгебраические тождества, можно рассматри-
вать как своеобразные аксиомы, определяющие пошаговые процессы алгебраических преоб-
разований, т. е. процессы построения выводов (доказательств). 

В соответствии с этим в [10] отмечается, что в течение VIII – XVI веков алгебра, как 
бы по совместительству выполняла роль (математической) логики и теории алгоритмов: «… 
алгебра, которая является одной из древнейших математических наук, на самом деле демон-
стрировала примеры точных, в том числе и формальных, логических преобразований, но не 
на уровне самых точных логических утверждений, а на уровне тождеств. Можно сказать, ко-
дифицировала работу с тождествами.» ([10] стр. 133) 

Этот колоссальный опыт «работы алгебры по совместительству», в котором нашли 
зримое воплощение «операционные» особенности мышления человека не мог исчезнуть бес-
следно. И прежде всего он, начиная с символической логики Лейбница, нашел свое вопло-
щение в разработке концепции логического исчисления, как «материального» поля пред-
ставления законов осуществления мыслительных операций. 

Вторую половину 17 века и начало 18 века можно отнести ко второму этапу развития 
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алгебры. В этот период под алгеброй понималась наука «… о буквенных вычислениях – то-
ждественных преобразованиях буквенных формул, решениях алгебраических уравнений и 
т. п.» ( [11] стр. 114 – 115). 

Уместно привести краткое содержание одного из лучших руководств по алгебре того 
времени – «Введение в алгебру» Л. Эйлера: «целые числа, обыкновенные и десятичные дро-
би, корни, логарифмы, алгебраические уравнения 1-ой – 4-ой степеней, прогрессии, соедине-
ния, бином Ньютона, диафантовы уравнения.» ([11] стр. 115) 

18 век и первая половина 19 века могут быть отнесены к последующему, третьему 
этапу развития алгебры. В этот период алгебра развивается в основном, как наука о много-
членах и решениях алгебраических уравнений в радикалах. В этот же период развивается 
теория систем алгебраических уравнений с несколькими неизвестными, в частности систем 
линейных уравнений, осуществляется разработка первых логических исчислений, заклады-
ваются основы теории групп и полей.  

В период с середины 19 века по настоящее время алгебра переживает современный 
этап своего развития. В этот период начинается изучение произвольных алгебраических опе-
раций и их совокупностей: «Предметом изучения современной алгебры являются множества 
с заданными на них алгебраическими операциями…, рассматриваемые с точностью до изо-
морфизма. Последнее означает, что природа множеств – носителей алгебраических операций 
с точки зрения алгебры безразлична, и в этом смысле подлинным объектом изучения явля-
ются сами логические операции.» ([11] стр. 116) 

Современному этапу развития алгебры и логики характерно объединение ранее раз-
розненных алгебраических идей на общей аксиоматической основе и существенное расши-
рение области приложений. В частности, синтез идей универсальной алгебры и математиче-
ской логики в 30-е годы 20 века привел к возникновению и бурному развитию теории моде-
лей. В дальнейшем (50-е годы 20 века) на стыке алгебры, математической логики и теории 
моделей сформировалась общая теория алгебраических систем. Алгебраические системы, 
как органические единства множеств, алгебраических операций и отношений, являются в 
настоящее время наиболее универсальными формами представления математических струк-
тур. 

Прослеживая историю развития и становления алгебры, следует отметить, что алгеб-
ре, начиная с первого периода, в значительной степени присуще синтаксическое начало, что 
предопределило в последующие этапы ее развития и становления возможности широкого 
использования алгебраических методов и технологий при построении формальных языков 
логических исчислений, алгебраизацию математического языка и методологии современной 
математики в целом.  

Дж. Буль в частности, акцентируя внимание на особой роли формальных образований 
синтаксической составляющей символической алгебры в проявлении оперативных, предска-
зательных и эвристических функций ее формального языка отмечал: «Те, кто знаком с на-
стоящим состоянием символической алгебры, дают себе отчет в том, что обоснованность 
процессов анализа зависит не от интерпретации используемых символов, а только от законов 
их комбинирования. Каждая интерпретация, сохраняющая предложенные отношения, равно 
допустима и подобный процесс анализа может, таким образом, при одной интерпретации 
представлять решение вопроса, связанного со свойствами чисел, при другой – решение гео-
метрической задачи и при третьей – решение проблемы динамики или оптики. Необходимо 



 32 

подчеркнуть фундаментальность этого принципа… » ([12] стр. 3) 
В этом программном положении Дж. Буля содержится многое из того, что присуще 

современному методу формальных аксиоматических теорий. 
Предпринятый выше краткий обзор основных этапов становления алгебры и логики 

показывает, что, оказавшееся исключительно плодотворным, слияние алгебры и логики в 
единое научное направление было подготовлено и предопределено всей историей их разви-
тия и стало неизбежным, когда эти науки, достигнув отдельно друг от друга впечатляющих 
результатов, в известной степени исчерпали возможности дальнейшего продуктивного раз-
вития в обособленном состоянии. 

5. Проследим теперь каким образом логическое и историческое в развитии и станов-
лении алгебры и логики нашло свое отражение в школьных математических дисциплинах. 

К глубокому сожалению следует констатировать, что «Логика», как обязательный 
предмет не входит в настоящее время в учебные программы средних образовательных школ 
России. Этот факт на фоне интегративных процессов, направленных на создание единого об-
разовательного пространства в Европе и мире, не поддается разумному объяснению, так как 
логика изучается в средних школах, за редким исключением, практически во всех странах 
мира. «Она была обязательным предметом в гимназиях и университетах дореволюционной 
России. … В средних школах преподавание логики велось по проверенным временем и прак-
тикой кратким, но содержательным учебникам. Достаточно сказать, что «Учебник логики» 
Г. И. Чолпанова переиздавался десять раз, «Учебник логики» А. Е. Светилина выдержал 14 
изданий. … Но случилось так, что после Октябрьской революции преподавание логики в 
нашей стране начало постепенно свертываться. По всей вероятности, в первые годы сущест-
вования Советской власти … в школах пришлось все внимание сосредоточить на основных 
предметах – математике, физике, химии, родном языке – и временно сократить часы на пре-
подавание других… Известную роль сыграло то обстоятельство, что довольно часто логику в 
гимназиях «по совместительству» преподавали священники … . Возможно были и другие 
причины, но факт остается фактом: логика в конце концов исчезла из числа дисциплин, пре-
подающихся в средней школе … . 

В 1946 году было введено преподавание формальной логики во всех средних школах 
… Наскоро проведенные краткосрочные курсы по подготовке учителей логики не в состоя-
нии были обеспечить школы достаточным количеством квалифицированных кадров, кото-
рые могли бы глубоко и интересно преподавать новую дисциплину. Во многих школах уроки 
логики стали вести по совместительству учителя других дисциплин, главным образом мате-
матики и родного языка. При этом учителя, ведущие уроки логики, не получали квалифици-
рованной методической помощи. Кроме учебника и небольшого задачника, у них не было 
почти никакой специальной литературы. Это, естественно, не могло не сказаться на качестве 
преподавания логики в ряде школ. … Вскоре, как известно, началась перестройка, переделка 
школьных программ, борьба с перегрузкой учащихся. И получилось так, что под сокращение 
опять попала логика. Так формальная логика второй раз была исключена из числа школьных 
дисциплин … .» ([13], стр. 175 – 177). 

Таким образом, далее мы будем говорить только о школьной алгебре. Эта дисциплина 
может быть отнесена к постоянным и в известной мере стабильным составляющим школьно-
го курса математики, хотя ее содержание и в современный период неоднократно подверга-
лось различным изменениям и модернизациям. 
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Переходя к школьной алгебре, отметим, что она подобно любой учебной дисциплине 
должна являться в соответствующей мере педагогическим отражением алгебры, как науки и 
представлять в своем содержании (на соответствующем уровне) результаты основных этапов 
ее становления. Тем не менее, следует отметить, что алгебраическая составляющая школь-
ной математики касается в основном проблематики первых двух этапов ее развития и в неко-
торой степени третьего, при этом даже содержание эйлеровского «Введения в алгебру» дале-
ко не в полном объеме представлено в школьных алгебраических дисциплинах.  

И сейчас главенствующее положение в школьной математике занимают традицион-
ные разделы, связанные с изучением конкретных числовых систем. Содержание школьной 
буквенной алгебры, изначально предполагающее в качестве областей значений букв те или 
иные (но только!) числовые множества, ни в коей мере не способствует формированию со-
временных представлений об алгебраических операциях и их свойствах. Объекты нечисло-
вой природы, и также их простейшие конфигурации: абстрактные множества и отношения; 
графы; булевы алгебры; начала традиционной (формальной) и математической логики, дис-
кретной математики, теории игр и т. д. – то есть все то, что, так или иначе, вводит в круг 
идей и методов современного этапа развития алгебры и логики и могло бы послужить пропе-
девтической основой изучения методов и технологий информатики, осталось за пределами 
школьных математических программ. 

Кроме того, как показывает история развития образовательных систем, отражающая 
историю развития общества, характеру примеров, задач и упражнений, аргументации и де-
монстрационному сопровождению процесса обучения в рамках любой педагогической кон-
цепции традиционно свойственно отражение специфики деятельности человека в ее массо-
вом проявлении. 

В настоящее время содержание и особенности этого демонстрационного сопровожде-
ния все еще определяют и наполняют идеи и представления, отражающие в основном про-
цессы механизации трудовой (то есть физической) деятельности человека. Тем не менее, с 
наступлением эры машинной математики, кибернетических устройств и робототехники, то 
есть эры повсеместного внедрения автоматических систем, в той или иной степени, модели-
рующих мыслительную деятельность человека, подходы к разработке таких примеров, задач 
и упражнений, выбору аргументов и демонстраций должны постепенно меняться. Уже на 
языковом, ассоциативном уровне такое показательно-демонстрационное сопровождение 
должно вводить в мир образов и идей, обеспечивших приход эры информационных и ком-
муникационных технологий. 
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